Znaczenie zbiorow modeli oraz cyklicznoS$ci i normalnosci macierzy w teorii
ukladow dynamicznych

T. Kaczorek

Nowe technologie wytwarzania elementéw i1 uktadow stworzyly zapotrzebowanie na nowe
narzedzia matematyczne do opisu procesOw dynamicznych zachodzacych w tych elementach
1 uktadach. Do takich nowych narz¢dzi matematycznych nalezy rachunek utamkowego rzedu
(Fractional Calculus). Podstawowym pojgciem w tym rachunku jest pojecie pochodno-catki
utamkowego rzedu. Do najczesciej dzi§ uzywanych pojeé pochodno-catki nalezy pojgcie
wprowadzone przez Caputo. Zgodnie z jego definicja pochodno-catka utamkowego rzedu o
jest okreslona zaleznoscia
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Mamy wigc jedno pojgcie, ktore dla o >0 jest pochodna, a dla o <0 jest calka.
Zauwazmy, ze w tej definicji pochodna,podobnie jak catka jest okre$lona na przedziale,a nie
w punkcie,jak to ma miejsce w klasycznej definicji pochodnej. W analizie dynamiki
procesOw opartej na pochodno-catce mamy zbior modeli,w ktérym istotnym parametrem jest
rzad utamkowy modelu

Czgsto rozpatrywane zadanie mozna roztozy¢ na kilka prostszych podzadan. Dla uproszczenia
rozwigzan zatdozmy, ze rozpatrywane zadanie daje si¢ roztozy¢ na dwa podzadania — na
przyktad dwa typy réwnan, z ktérych kazde ma wiele rozwiazan..

Niech podzadanie 1, przy przyjetych zatozeniach, ma zbioér rozwigzan przedstawiony
schematycznie na ptaszczyznie w postaci obszaru 1, a podzadanie 2 — zbior rozwigzan w
postaci obszaru 2.
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Wystapi¢ moga nastepujace dwa przypadki.

W przypadku 1-szym (rys. la) obszary te nie maja czg$ci wspdlnej. Oznacza to, ze przy
przyjetych zatozeniach zadanie to nie ma rozwigzania. Aby znalez¢ mozliwe rozwigzanie tego
zadania nalezy zmieni¢ przyjgte zatozenia.



W przypadku 2-gim (rys. 1b) obszary maja czg$¢ wspolna (obszar zakreskowany 3).
W tym przypadku zadanie ma wiele rozwiazan. Projektant ma mozliwo$¢ uwzglednienia
nowych dodatkowych zatozen ograniczajacych obszar rozwiazan zadania. Pojawia sig
dodatkowe pytanie, ktore z rozwiazan z obszaru 3 nalezy wzia¢ do dalszych rozwazan, na
przyktad do syntezy sterowania.
W syntezie uktadéow odpornych na male odchylenia wartosci parametréw od ich wartosci
nominalnych (robust) czesto przyjmuje si¢ model odpowiadajacy punktowi cigzko$ci zbioru
(rys. 1b). Z podobnym zagadnieniem spotykamy si¢ tworzac model uktadu na podstawie
danych wzigtych z eksperymentu. W tym przypadku otrzymujemy zwykle nie jeden, ale zbior
modeli. Pojawia si¢ pytanie, ktory model z tego zbioru jest modelem reprezentatywnym,
opisujacym prawidtowo wiasnosci dynamiczne obiektu rzeczywistego. Jakimi kryteriami
nalezy si¢ kierowa¢ przy wyborze modelu reprezentatywnego ze zbioru modeli ?
Kryteriami takimi moga by¢ dla modelu w przestrzeni stanu cykliczno$¢ macierzy stanu, a dla
modeli transmitacyjnych- normalno$¢ macierzy transmitancji operatorowych.
Macierz kwadratowa A4 nazywamy cykliczna, jezeli jej wielomian charakterystyczny
(s) =det[Is —A] pokrywa si¢ z jej wielomianem minimalnym “Hs) . Kazda macierz
transmitancji  ukladu liniowego mozna przedstawi¢ w  postaci standardowe;j
_P(s)
T'(s)= a(s)’
najmniejszym wspolnym mianownikiem.
Macierz 7°(s) (oraz odpowiadajacy jej uktad) nazywamy normalna (normalnym), jezeli
kazdy niezerowy minor stopnia drugiego macierzy wielomianowej £2(s) dzieli si¢ bez reszty
przez wielomian d(s) .
WezZmy pod uwagge nastepujace dwie macierz 4, i A, rdzniace si¢ tylko wartoscia jednego
elementu

P(s) jest macierza wielomianowa, a d(s) jest wielomianem, bedacym
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Macierz A, jest cykliczna, gdyz jej wielomian charakterystyczny
s—Y .
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pokrywa si¢ z jej wielomianem minimalnym “Hs) ,a jej posta¢ Smitha jest rowna
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Ponadto macierz odwrotna ma postac¢
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a niezerowe minory stopnia drugiego macierzy £ (5) sa rowne
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i dziela si¢ bez reszty przez wielomian d, (s) . Macierz (2) jest wigc macierza normalna,



Macierz A, nie jest macierza cykliczna, gdyz jej wielomian charakterystyczny
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nie pokrywa si¢ z jej wielomianem minimalnym ¢(s) =(s —2)* ,a jej posta¢ Smitha jest
réwna
a 0 0

Us—A4], = s—=2 0
i) 0 (s —2)’E

C
C
C
Ponadto macierz odwrotna
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=s —2 macierz £, (s) nie dzieli sie

a niezerowy minor stopnia drugiego M, o s—2

przez wielomian &, (s) . Macierz (3) nie jest wigc macierza normalna.

Klasa uktadow normalnych jest bardzo szeroka i odgrywa podstawowa role¢ w teorii uktadow
dynamicznych. Przykladem ukladow normalnych sa obwody -elektryczne,uktady
mechaniczne,hydrauliczne,pneumatyczne,procesy biologiczne,ekonomiczne itp.

Macierz 4 [JR™" nazywamy strukturalnie stabilng wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje liczba
dodatnia &, taka, ze dla dowolnej macierz B [JR™" oraz liczby € speliajacej warunek

|5| <&, wszystkie macierze 4 +Be sa macierzami stabilnymi.

Twierdzenie Macierz cykliczna 4 [JR™” jest macierza strukturalnie stabilna.

Macierze niecykliczne nie sa strukturalnie stabilne, ale dla macierzy niecyklicznej 4 1R
mozna zawsze dobra¢ macierz B[R oraz liczbg matgq € (|£| >0) takie, ze suma A +BE

jest macierza cykliczna.

Tylko dla pewnego szczegdlnego doboru macierzy B oraz € suma A4+ Be jest macierza
niecykliczna.

Jak wiadomo macierz w postaci kanonicznej Frobeniusa
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jest macierza cykliczna dla dowolnych warto$ci wspotczynnikow @, 4a,,a,,...,4a,._;.
Na przyktad macierz
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jest macierza cykliczna dla wszystkich wartos§ci wspotczynnika a #1, a macierza
niecykliczna tylko dla a =1.

Jezeli AAR™" traktowa¢ jako odchylenie (niedokladno$¢) od nominalnej macierzy
AOR™" 1 przyja¢ eB =44, to zgodnie z twierdzeniem macierz A+ A4A jest rdwniez
cykliczna, gdy macierz A jest cykliczna.

Z powyzszych rozwazania wynikaja nastgpujace wnioski

1) Rachunek utamkowego rzedu jest obiecujacym nowym narzedziem analizy procesOw
dynamicznych.

2) Ulamkowy rzad modelu jest waznym parametrem charakteryzujacym zbidér modeli
proceséOw dynamicznych.

3) Synteza uktadéw dynamicznych oparta na zbiorach rozwiazan jest nowa ogdlna koncepcja
godna upowszechnienia.

4) Cykliczno$¢ macierzy stanu jest waznymkryterium praktycznej przydatnosci modelu.

5) Normalno$¢ macierzy transmitancji powinna by¢ podstawowym kryterium wyboru modelu
ze zbioru mozliwych modeli.



